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 جبر خطی –رایانش کوانتومی 

 گزارشی از محسن هوشمند

  کنم.سعیدی بابت مطالعه و تصحیح متن تشکر میقایان جواد اصغری و مسیح حاجآاز 
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 مطالب فعلی و ادامههای ریاضی مطالب قبلی پایه

 با کوانتومای مکاشفهآشنایی شهودی و 

 اکنون آشنایی اصلی

 -مرور

 های مکانیک کوانتومچند کلمه درباره انگیزه -

 پذیری آنها از یکدیگر حین مشاهدههای کوانتومی و تمیزحالت -

 چارچوب کوانتومدر پذیر های فیزیکی مشاهدهکمیت -

 پذیرهای مشاهدهگیری کمیتچگونگی اندازه -

 های کوانتومی )تطور آنها در زمان(سیستمدینامیک  -

 های کوچکترر از سیستمتگرهای کونتومی بزرب تنسوری و روش اسمبل سیستمض -

 تنیدگیدرهم -
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 جبر خطی

 اعداد مختلط
، اعداد حسابی، طبیعیاعداد ، اعداد طبیعی مثبتدر رایانش کوانتومی نیز نقشی بنیادی دارد.  تبعاو است نیک کوانتوم اعداد مختلط اساس مکا

ای پاسخی های مهم کار با اعداد هستند. اما لزوما برای حل و یافتن ریشه معادلات چندجملهمجموعه اعداد حقیقیو ، اعداد گویا، اعداد صحیح

شود رد. مشخص میای داندجملهچریشه در پاسخ جبری معادلات  عدد مختلط کنند. به دیگر سخن، بسته نیستند. از طرف دیگر، را عرضه نمی

 ندارند. مثلا یحقیق بلات جوادکه بعضی از معا

𝑥2 + 1 = 1 

 است. یا 1−کنیم جواب دارد و مربع آن برابر با عریف شده وجود ندارد. فرض میتهای له فوق در مجموعهدهیچ پاسخی جهت معا

𝑖2 = 𝑖یا  1− = √−1 

 کنیم. را فرض می هاآننیست و  ایمسئلهفعلا برای خوانندگان در پیشبرد مباحث ولی  ،دنن اعدادی وجود نداردانیم چنیمیهر چند که 

𝑖3 = ⋯ = −i 

i1۵؟ 

تعریف عدد است.  عدد مختلط جمع عدد حقیقی با عدد موهومیگیریم. در نتیجه، در نظر می با ضریبی از اعداد حقیقی i را  اعداد موهومی

  .زیر است تمختلط به صور

c = a + bi 

a وb هستند که  قیقیدو عدد حa و  بخش حقیقیb  بخش موهومی عددc  .را در قالب مثالی ببینید.  جمع و ضرب دو عدد مختلطهستند 

𝑐 = 3 − 𝑖,𝑑 = 1 + 4𝑖 

𝑐 + 𝑑 = 4+ 3𝑖 

𝑐 × 𝑑 =  ۷+ 11𝑖 

+c= −3مختلط  دجمع و ضرب دو عد -تمرین i  وd = 2 − 4i  .را حساب کنید 

 کنند. ی کفایت میاجملهدسخ داشتن تمامی معادلات چنااعداد مختلط جهت پ

 اسخی مختلط است. پی ایر با ضرائب مختلط دارغای از تک متله چندجملهدقضیه: هر معا

+1− -مثال i سخ اپ𝑥2 + 2𝑥 + 2 =  پاسخ دیگری دارد؟ است؟ 0

 قبول دو عدد مختلط و جمع و ضرب آنها را بنویسید.  برنامه -تمرین

 است. (b,0) ومیهنمایش عدد موو  a:(a,0) حقیقی عدد پس نمایش. c:(a,b)، یا دج مرتب نمایش داتوان عدد مختلط را با زومی

:𝑖توان به صورت را می iمثلا   نمایش داد.  (0,1)

,𝑎1) پس جمع 𝑏1)  + (𝑎2, 𝑏2)  = (𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1+ 𝑏2) 



 
 

۵ 

 

,𝑎1) ضرب 𝑏1) × (𝑎2, 𝑏2)  = (𝑎1𝑎2− 𝑏1𝑏2+ 𝑎1𝑏2+ 𝑎2𝑏1) 

𝑖 در خودش i ضرب × 𝑖 = (0,1) × (0,1) = (0 − 1,0 + 0) = (−1,0) 

 :توان عدد مختلط را به صورت زیر نوشتترتیب میبه این 

𝑐 = (𝑎, 𝑏) = (𝑎, 0) + (0, 𝑏) = (𝑎, 0) + (𝑏, 0)(0,1) = 𝑎 + 𝑏𝑖 

:c مثال (3, :dو (2− (1,2) 

𝑐 × 𝑑 = (3 × 1− (−2) × 2, −2 × 1 + 2 × 3) = (3+ 4, −2+ ۶) = (۷,4) = ۷ + 4𝑖 

 ی است: دارای خواص جابجاپذیر

 c + d = d + c 

 𝑐 × 𝑑 = 𝑑 × 𝑐 

 پذیریشرکت

 (𝑐1 + 𝑐2) + 𝑐3 = 𝑐1 + (𝑐2 + 𝑐3) 

 (𝑐1 × 𝑐2) × 𝑐3 = 𝑐1 × (𝑐2 × 𝑐3) 

 توزیع ضرب به جمع

 𝑐1 × (𝑐2 + 𝑐3) = 𝑐1 × 𝑐2 + 𝑐1 × 𝑐3 

 ثابت کنید.  گزاره را—تمرین

 

|𝑐|عدد مختلط  ةپیمانه یا انداز = |𝑎 + 𝑏𝑖| = √𝑎2 + 𝑏2. 

|𝑐1𝑐2|اثبات کنید:  = |𝑐1||𝑐2|  و|𝑐1 + 𝑐2| ≤ |𝑐1| + |𝑐2| . 

𝑐مزدوج عدد مختلط: تغییر علامت بخش موهومی عدد مختلط است. پس  = 𝑎 + 𝑏𝑖  دارای مزدوج مختلط𝑐̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖. 

  اثبات کنید: -تمرین

𝑐1̅ + 𝑐2̅ = 𝑐1 + 𝑐2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐1̅ × 𝑐2̅ = 𝑐1 × 𝑐2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

𝑐تابع   → 𝑐̅  .یک به یک و پوشا است 

 کند. ریختی )ایزومورفی( میدان: تابعی از میدانی به میدان دیگر که یک به یک و پوشاست و جمع و ضرب را حفظ مییک

 . آوردکه مزدوج هر عدد مختلط را که خود عددی مختلط است بدست می است ℂبه  ℂپس تابع مزدوجْ تابع ایزوموفی میدان از 

𝑐پیمانة عدد مختلط با ضرب عدد مختلط در مزدوجش است.   × 𝑐̅ = |𝑐|2 

 شود. عملیات تفریق به صورت زیر تعریف می



 
 

۶ 

 

𝑐1 − 𝑐2 = (𝑎1, 𝑏1) − (𝑎2, 𝑏2)  = (𝑎1 − 𝑎2, 𝑏1 − 𝑏2) 

 تقسیم

(𝑥, 𝑦) =
(𝑎1, 𝑏1)

(𝑎2, 𝑏2)
 

(𝑥, 𝑦)(𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1, 𝑏1) ⟹ {
𝑎1 = 𝑎2𝑥 − 𝑏2𝑦
𝑏1 = 𝑎2𝑦 + 𝑏2𝑥

 

 b2و  a1 دله در ضرایب ثابت متقابلاضرب دو مع

{
𝑎1𝑎2 = 𝑎2

2𝑥 − 𝑏2𝑎2𝑦

𝑏1𝑏2 = 𝑎2𝑏2𝑦 + 𝑏2
2𝑥

 

 له بالاددو معا جمع

𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2 = (𝑎2
2 + 𝑏2

2)𝑥 ⟹ 𝑥 =
𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2

(𝑎2
2 + 𝑏2

2)
 

–و  b2تین با سمعادله نخضرب دو طرف  a2 و اجرا عملیات مشابه 

𝑦 =
𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2

(𝑎2
2 + 𝑏2

2)
 

 سخن کوتاه

𝑎1+ 𝑏1𝑖
𝑎2+ 𝑏2𝑖

=
𝑎1𝑎2 + 𝑏1𝑏2

(𝑎2
2 + 𝑏2

2)
+
𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2

(𝑎2
2 + 𝑏2

2)
𝑖 

 تمرین تقسیم و جمع بسته است؟

𝑐 -مثال = 3𝑖  و𝑑 = −1− 𝑖 در نتیجه ،
c

d
 𝑖را حساب کنید. جواب  

𝑐 -مثال =  −2+ 𝑖  و𝑑 = 1 + 2𝑖 نتیجه ،
c

d
 را حساب کنید 

c عضو خنثی جمع + (0,0) = (0,0) + c = c  

c ضو خنثی ضربع × (1,0) = (0,1) × c = c  

 های مجموعه و با عملیات سخن کوتاه

i- پذیریجمع دارای خواص جابجاپذیری و شرکت 

ii- پذیریضرب دارای خواص جابجاپذیری و شرکت 

iii-  (0,0)عضو خنثی جمع 

iv-  (1,0)عضو خنثی ضرب 

v-  ضرب نسبت به جمعتوزیع 

vi- تفریق بسته 

vii- تقسیم بسته به جز در مخرج برابر صفر 



 
 

۷ 

 

 تر را بدست خواهیم داد. های بعد تعریف دقیقدر بخش .معروف است  «میدان»به 

 است.  ℂای از زیرمجموعه ℝاست.  عدد مختلط دانتقدم میورد متاخر میدان حقیقی و مورد ممیدان است. منوعی از  ℝهمانند  ℂدر نتیجه 

دان حقیقی چنین یرای این خاصیت است ولی ماای در میدان موجود باشد. پس میدان مختلط دمیدان جبری کامل: پاسخ معادلات چندجمله

 خاصیتی ندارد. 

 برنامه تقسیم و تفریق، و مزدوج و پیمانه را پیاده کنید. -تمرین 

 

 اد مختلطدهندسه اع

نمایش داد که محور افقی بخش  صفحه مختلطبا نام ای توان در صفحهتوان تفسیری هندسی از اعداد مختلط داشت. اعداد مختلط را میمی

ن عدد در صفحه مذکور است. با آدهد. حال زوج مرتب عدد مختلط نمایش دکارتی ومی عدد را نمایش میهبخش موعمودی حقیقی و محور 

 شود. اندازه بردار برابر با پیمانه عدد مزبور است. می به حصول برداری منجر متناظر با عدد مختلطاتصال مبدا به نقطه 

 

 

𝑐است. مثلا،  پیمانه همان اندازه بردار = 3 + 4𝑖 :طول آن |𝑐| = √42 + 32 = √1۶ + ۹ = √2۵ =  .است ۵

است.  بردارها با قاعده مشهور به قاعده متوازی الاضلاعجمع ری استفاده کرد. ابردروابط توان بنابر تفسیر هندسی از اعداد مختلط می جمعجهت 

 برابر قطر چهارضلعی است. پس جمع دو عدد مختلط 

 

 ؟چگونه است تفریق -تمرین
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 امکان نمایش قطبی

و زاویه تعریف اندازه دهد تا اعداد مختلط را با مختصات قطبی نمایش داد. نمایش قطبی در دو بعد با ار میینمایش هندسی امکان دیگری در اخت 

دهیم. در نتیجه هر زوج مرتب دکارتی عدد مختلط را با صورت زیر تعریف نمایش می θو زاویه  ρپیمانه شود که جهت اعداد مختلط آنها را با می

 .کنیممی

(a, b) →  (ρ, θ) 

ρ = √a2 + 𝑏2, θ = tan−1 𝑏

𝑎
 

 را بنویسید.  لعکسدکارتی عدد مختلط به نمایش قطبی و با مختصاتبرنامه تبدیل  -تمرین

 گیریم. سوال: شهود نمایش قطبی: اندازه را روی بردار واحد در نظر می

 

ط اندازه )بزرگی( لسخن کوتاه، عدد مختخوانیم. میو اندازه را بزرگی  شناسیمگوید و در فیزیک و مهندسی زمان را با فاز میزاویه تتا زمان را می

دارای  اعداد موهومی است. πفر است. مقادیر حقیقی منفی دارای فاز صاعداد حقیقی مثبت صرفا اعداد مختلطی هستند که فاز آنها  .و فاز است

فاز 
𝜋

2
و اعداد موهومی منفی دارای فاز   

3π

2
  .تمام خط دارای همان فاز هستندفاز  هت یک جدهد. کما اینکه شکل زیر نمایش میاست.  

 

0بفرد خواهد داشت. یا منحصر مختلط نمایش قطبی  دعد تعریف شود، 2𝜋اگر فاز در بین صفر و  ≤ 𝜃 < 2𝜋 

𝜃1 پس = 𝜃2اگر فقط و اگر ∃ 𝑘 ∈ ℤ: 𝜃2 = 𝜃1 + 2𝜋𝑘   .بی یکسان هستند اگر بزرگی آنها یکسان و زاویه طدو عدد مختلط در نمایش ق

 برابر باشد.  2𝜋آنها به پیمانه 

,3) -مثال 𝜋)  3)و, −π) یکسان هستند چون چرا که اندازه یکسان و فاز آنها با (−π) − π = −2π = (−1)2π   .تفاوت دارد 

,𝜌1)نهد. به ضرب دو عدد مختلط با نمایش قطبی توجه کنید. مختصات قطبی تسهیلاتی را در اختیار می 𝜃1)(𝜌2, 𝜃2) = (𝜌1𝜌2, 𝜃1 + 𝜃2) 

𝑐1مثال  =  1+ i  و𝑐2 = −1+ i  

𝑐1𝑐2  =  (۱ +  i)(−۱ +  i)  =  −۲ +  0i =  −۲ 

 نمایش قطبی



 
 

۹ 

 

  𝑐1 = (√2,
𝜋

4
𝑐2و  ( = (√2,

3𝜋

4
 انجام عملیات (

𝑐1𝑐2 = (√2 × √2,
𝜋

4
+

3𝜋
4
) = (2, 𝜋) 

 تبدیل به مختصات قطبی

(2 × cos𝜋 , 2 × sin𝜋) = (−2,0) 

cضرب  =  −2− i  وc2 = −1− 2i با هر دو روش 

 معنای ضرب در عدد مختلط در صفحه مختلط چیست؟ -تمرین

𝑐1

𝑐2
= (

𝜌1

𝜌2
, 𝜃1 − θ2) 

 تقسیم  نمایش قطبی چگونه است؟  -تمرین

1) -تمرین + 𝑖)۵   آوریدرا به دست . 

𝑐𝑛  مختصات قطبی؟ nتوان  -تمرین = (𝜌𝑛, 𝑛𝜃) شکل زیر را ببینید. 

cاگر : قضیه دوموار = ρ(cosθ + i sinθ) و  عددی مختلط باشد𝑛 ∈ ℕ گاه آن𝑐𝑛 = 𝜌𝑛(cos 𝑛𝜃 + sin𝑛𝜃) . 

𝑐𝑛 = (𝜌𝑛, 𝑛𝜃)  شکل زیر را ببینید 

 

𝑐 به صورتبتوان . شاید طبق قیاس آن را ام نمایش قطبی-nتمرین ریشه 
1
𝑛 = (𝜌

1
𝑛,

1

𝑛
𝜃)   .فاز کامل نیست. چرا؟  قبلیاما معادله نوشت

𝑐 است. پس معادله را باید به صورت 2𝜋صرفا از ضرایب 
1
𝑛 = (𝜌

1
𝑛,

1

𝑛
(𝜃 + 𝑘2𝜋)  نظر چندین رشته برای یک  هبازنویسی کرد. در نتیجه ب

 .ریشه است. حال معادله زیر را در نظر بگیرید nبرابر    ام-nهای اد رشتهدمنفی رادیکال دو است. پس تع ال دو وکیدعدد داریم. ریشه دو را

1
𝑛
(𝜃 + 𝑘2𝜋) =

1
𝑛
𝜃 +

𝑘

𝑛
2𝜋 

  k=0, 1, …, n-1 چند پاسخ داریم kبا تغییر 

 به صورت زیر بدست آورید. توان میعدد مختلط را  ةریشصورت قطبیِ : ام-nقضیه ریشه 
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𝑐
1
𝑛 = 𝜌

1
𝑛 (cos (

θ

n
+
2kπ

n
) + i sin (

θ

n
+
2kπ

n
))  

k = 0 k = 1 … k = n − 1 
1
𝑛
𝜃 

1
𝑛
𝜃 +

1
𝑛

2𝜋 … 1
𝑛
𝜃 +

𝑛 − 1
𝑛

2𝜋 

kوقتی  = n  اولین پاسخ جدول بالا وk = n +  خواهد شد. پاسخ دوم 1

 

,1) مختلط با نمایش قطبی م عددا-nریشه  -مثال 𝜃) د و بردارهای آنهایی هستند که با فاز حپاسخ رسم دایره وا
1

𝑛
𝜃  و جمع

1

𝑛
𝜃  بدست

nند. شکل زیر برای یآمی =  است.  3

 

cهای ریشه -مثال = 1+ i  .را بدست آورید 

cنمایش قطبی به دکارتی سخن کوتاه،  = ρ(cosθ + i sinθ) توان با مختصات دکارتی کند که هر عدد با نمایش قطبی را میمشخص می

 متناظر نمایش داد. 

𝑒𝑖𝜃 معادله اوئلر =  cosθ + i sinθ  

 بالا رسید.  ةلدتوان به معااگر تقریب تیلور معادلات را نوشت می

𝑒𝑥 = ۱+ 𝑥 +
𝑥۲

۲
+⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥۳

۳!
+ ⋯+

(−۱)𝑛

(۲𝑛 + ۱)!
𝑥۲𝑛+۱ +⋯ 

𝑐𝑜𝑠(𝑥) = ۱−
𝑥۲

۲!
+ ⋯+

(−۱)𝑛

(۲𝑛)!
𝑥۲𝑛+۱ +⋯ 

 

 



 
 

11 

 

 

θاگر  =  رسیم. همچنینبه عدد واحد می 0

𝑒i(θ1+θ2) = cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2) = cos(𝜃1) cos(𝜃2) − sin(𝜃1) sin(𝜃2) 

+𝑖(sin(𝜃1) cos(𝜃2) + cos(𝜃1) sin(𝜃2)) 

= (cos(𝜃1) + 𝑖 sin(𝜃1))(cos(𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃2)) = 𝑒
iθ1𝑒iθ2 

 

(ρ𝑒iθ) معادله دوموار
𝑛
= ρn(cos nθ + i sinnθ) 

𝑒𝑎+𝑏i -نیتمر = 𝑒𝑎 × 𝑒𝑏i = 𝑒𝑎(cosb + i sinb) 

cنمایش قطبی تغییر  امکان معادله اوئلرْاز نتایج  = ρ(cosθ + i sinθ)  را به صورتc = ρ𝑒iθ  معروف به صورت نمایی عدد مختلط ممکن

 :دیگر نمایش داد یتوان ضرب عدد مختلط را به صورتدر تنیجه میکند. می

c1 𝑐2 = ρ1𝑒
iθ1ρ2𝑒

iθ2 = ρ1ρ2𝑒
i(θ1+θ2) 

 قاعده تقسیم اعداد مختلط را با صورت نمایی بازنویسی کنید.  -تمرین

1کند عدد های عدد مختلط را ممکن مینمادگذاری اخیر امکان نگاه دیگری به ریشه = (1,0) = 1 + 0i  وn  گیریم. یمرا در نظرn  ریشه

 د به صورت زیر است. حمتفاوت وا

𝑐
1
𝑛 = (1,0)

1
𝑛 = (1

1
𝑛,

1
𝑛
(0 + 2𝑘𝜋)) = (1,

2𝑘𝜋
𝑛
) 

k = 0,1,2, … , n − 𝑒 ام-k. ریشة دگردبه پاسخ اول برمی k=nخواهد بود. اگر  1
2π𝑖𝑘
𝑛  رتوواحد را به ص یهااست. پس ریشه  𝜔𝑛

0 =

1, 𝜔𝑛1 , 𝜔𝑛2 , … , 𝜔𝑛𝑛−1 دهیم. تفسیر هندسی می نمایشn  ریشه تقسیم دایره واحد بهn  است (1,0)برش با آغاز از. 

𝜔𝑛ضرب دو ریشه واحد 
𝑖𝜔𝑛

𝑘 = 𝑒
2π𝑖𝑗
𝑛 𝑒

2π𝑖𝑘
𝑛 = 𝑒

2π𝑖(𝑗+𝑘)
𝑛 = 𝜔𝑛

𝑗+𝑘 در نتیجه 𝜔𝑛
𝑗
𝜔𝑛
𝑛−𝑗

= 𝜔𝑛
𝑛 = 𝜔𝑛و  1

𝑗̅̅ ̅̅ = 𝜔𝑛
𝑛−𝑗

 . 

 های پنجم واحد را رسم کنید. ریشه -تمرین

 گیریم:ای را در نظر میهلن نمایش هندسی هر نوع تابع اعداد مختلط را داریم. چندجماامک

𝑝(𝑥) = 𝑐𝑛𝑥
𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑐0 

 کند. ای مختلط منتقل میضاز فضای مختلط به فرا عدد مختلط هستند. پس تابع  ضرایبکه 

𝑐 معنای هندسی تابع -تمرین → 𝑐𝑛  چیست؟ معنای هندسی تابع 𝑐 → 𝑐 + 𝑐0 چیست؟ 

 

 که به صورت زیر هستند -توابع گویا

𝑟(𝑥) =
𝑝0(𝑥)

𝑝1(𝑥)
=

𝑐𝑛𝑥
𝑛 + 𝑐𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑐0
𝑑𝑚𝑥

𝑚 + 𝑑𝑚−1𝑥
𝑚−1 +⋯+ 𝑑0
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𝑟𝑎,𝑏,𝑐,𝑑(𝑥) گیریمهای ساده آن را در نظر میتعریف آنها بر صفحه خیلی راحت نیست. یکی از فرم =
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
ضرائب جزو اعداد مختلط هستند  

adو  − bc ≠  است. تبدیل موبیوسمعروف به  0

 ضرب و تقسیم عدد مختلط با مختصات قطبی را پیاده کنید.  -تمرین
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 ℂ𝑛فضای بردار مختلط
نظریه کوانتوم در چنبرة فضاهای برداری مختلط است. توان گفت گیرد و میانجام می مختلط یبردار یکوانتوم در فضاها هینظر ییگراصورت

ن چند مفهوم آپیش از کنیم. ای برداری مختلط را معرفی میضن بخش فعداد مختلط هستند. بنابراین در ایری مختلط بر اساس اافضای برد

 ور از فضای بردار مختلط بهتر تبیین شود. ظمن کنیم تاجرد معرفی میممرتبط را از جبر 

 نظریه اطلاعات، و گرافیکرمزنگاری، مانند  داری نقش مهم در علم رایانه هاگروه: هاگروه

𝒢:⊗و عمل  𝒢مجموعه  -گروه تعریف × 𝒢 → 𝒢  گاه تعریفی روی این مجموعه، آن𝐺 ≔ (𝒢,⊗) :گروه است اگر 

i- بودن بسته∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝒢 

ii- پذیری شرکت∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒢: (𝑥 ⊗ 𝑦)⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ (𝑦⊗ 𝑧) 

iii-  عضو خنثی∃𝑒 ∈ 𝒢∀𝑥 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑒 = 𝑒 ⊗ 𝑥 = 𝑥 

iv-  عضو معکوس∀𝑥 ∈ 𝒢∃𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦⊗ 𝑥 = 𝑒 

 گروه آبلی

𝒢:⊗و عمل  𝒢تعریف مجموعه  × 𝒢 → 𝒢  گاه تعریفی روی این مجموعه، آن𝐺 ≔ (𝒢,⊗) :گروه آبلی است اگر 

i- بودن بسته∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 ∈ 𝒢 

ii- پذیری شرکت∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝒢: (𝑥 ⊗ 𝑦)⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ (𝑦⊗ 𝑧) 

iii-  عضو خنثی∃𝑒 ∈ 𝒢∀𝑥 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑒 = 𝑒 ⊗ 𝑥 = 𝑥 

iv-  عضو معکوس∀𝑥 ∈ 𝒢∃𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦⊗ 𝑥 = 𝑒 

v- جابجاپذیری ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒢: 𝑥 ⊗ 𝑦 = 𝑦⊗ 𝑥 

  اگر (∙,+,𝑅)حلقه: مجموعه و دو عملیات دو مقداری روی مجموعه  

i-  جمع جابجاپذیر(R,+) گروه آبلی با عضو خنثی صفر 

ii-  ضرب(𝑅,∙) 1رای عضو خنثی اپذیری داشته باشید و دخاصیت شرکت 

iii- پذیری ضرب نسبت به جمع یعتوز 

  اگر (∙,+,𝐹)میدان: 

i- (F,  ای انتگرالی باشد. دامنه (∙,+

ii- (F −  گروه آبلی باشد.  (∙,{0}

 فضای برداری

,𝜈)فضای بردار مقدار حقیقی : تعریف    ای است با دو عملیات:مجموعه (∙,+

+: 𝜈 × 𝜈 → 𝜈 

∙: ℝ × 𝜈 → 𝜈 

 کهطوریبه  
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  1- (𝜈,  آبلی است (+

 پذیریتوزیع -2  

𝜆∀ -الف  ∈ ℝ;  𝒙,  𝒚 ∈ 𝑣: 𝜆. (𝒙 + 𝒚) = 𝜆. 𝒙 + 𝜆.  𝒚 

,𝜆∀ -ب  𝜓 ∈ ℝ;𝒙 ∈ 𝑣: (𝜆 + 𝜓). 𝒙 = 𝜆. 𝒙 + 𝜓.  𝒙 

,𝜆∀پذیری شرکت -3   𝜓 ∈ ℝ;𝒙 ∈ 𝑣: 𝜆. (𝜓. 𝒙) = (𝜆𝜓). 𝒙 

∋ 𝒙∀عضو خنثی -4   𝑣: 1. 𝒙 = 𝒙 

رهای حالت دستگاه اای از اعداد مختلط است. بردری از مجموعهاترین آن نمایش بردتواند پیچیده باشد ولی سادهفضای برداری مختلط می

ℂ4. در ابتدا هستند اعداد مختلط ةیبر پا یاتیاضیر یساختارهاکنند و کوانتومی و رایانه کوانتومی را توصیف می = ℂ × ℂ × ℂ × ℂ  به را

 تواند بردار زیر باشد. یکی از اعضای آن میهیم. دمثال نمایش میعنوان 

- 𝑉 = [

۶− 4𝑖
۷+ 3𝑖

4.2− 8.1𝑖
−3𝑖

] 

- 𝑉[1] = ۷+ 3𝑖 

 )مثال( جمع دو بردار -

𝑉جابجاپذیر  - +𝑊 = 𝑊 +𝑉 

𝑉)پذیر شرکت - +𝑊) + 𝑋 = 𝑉 + (𝑊 + 𝑋) 

 اثبات کنید. -تمرین -

 V+0=0+Vدارای بردار صفر و عضو خنثی  -

 V+(-V)=0و دارای معکوس یا منفی ضهر ع -

 گروه آبلی -

o  مثلاℂ4 پذیری و جابجاپذیری گروهی آبلی است. با عملیات جمع و معکوس و صفر و خواص شرکت 

 پذیرپذیر و جابجادارای خواص جمع و معکوس و عدد خنثی و جمع شرکت -

 ضرب در مقیاس )تک عدد( -

- 1. 𝑉 = 𝑉 

- 𝑐1. (𝑐2. 𝑉) = (𝑐1𝑐2). 𝑉 

- 𝑐. (𝑉 +𝑊) = 𝑐𝑉 + 𝑐𝑊 

- (𝑐1 + 𝑐2). 𝑉 = 𝑐1𝑉 + 𝑐2𝑉 

 عدد پشتیبان خواص متناظرشفضای برداری مختلط: گروه آبلی با ضرب تک -

 ℂ𝑛عدد در توابع جمع و معکوس و ضرب تک برنامة تمرین نوشتن -

 

 فضای برداری مختلط

 که دارای سه عملیات زیر استطوریبه  𝕍مجموعه ناتهی  -تعریف فضای برداری مختلط  

𝕍:+جمع:  × 𝕍 → 𝕍    
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𝕍:− منفی:  → 𝕍   

:⋅ عدد:ضرب تک  ℂ × 𝕍 → 𝕍   

 کنند:صفر خواص زیر را برآورده می و عضو خنثی های مذکوراست. عملیات)بردار صفر( و عضو خنثی  

 V+W = W+V جابجاپذیری جمع .1

 X=V+(W+X)+(V+W) پذیری جمعشرکت .2

 V+0=0+V صفر عضو خنثی .3

 V+0=0+V هر بردار دارای قرینه .4

۵. 1. 𝑉 = 𝑉 

۶. 𝑐1. (𝑐2. 𝑉) = (𝑐1𝑐2). 𝑉 

۷. 𝑐. (𝑉 +𝑊) = 𝑐𝑉 + 𝑐𝑊 

8. (𝑐1 + 𝑐2). 𝑉 = 𝑐1𝑉 + 𝑐2𝑉 

 4و  3و  2و  1گروه آبلی خواص  

 فضای بردار حقیقی  

:⋅ عدد:ضرب تک  ℝ × 𝕍 → 𝕍   

 مثال  

 ℂ𝑛 

 ℝ𝑛  .فضای بردار حقیقی است 

1. ℝ3 

 هندسه عدد مختلط را نمایش دادیم. به طریق اولی نمایش ابعاد بالاتر با ابرصفحات  

 ℂ𝑚×𝑛 

 𝐴 = [

𝑐0,0 ⋯ 𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚−1,0 ⋯ 𝑐𝑚−1,𝑛−1

] 

  

 جمع

 

[

𝑐0,0 ⋯ 𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚−1,0 ⋯ 𝑐𝑚−1,𝑛−1

] + [

𝑑0,0 ⋯ 𝑑0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑑𝑚−1,0 ⋯ 𝑑𝑚−1,𝑛−1

] 
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= [

𝑐0,0 + 𝑑0,0 ⋯ 𝑐0,𝑛−1 + 𝑑0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚−1,0 + 𝑑𝑚−1,0 ⋯ 𝑐𝑚−1,𝑛−1 + 𝑑𝑚−1,𝑛−1

] 

  

 (𝐶 + 𝐷)[𝑗, 𝑘] = 𝐶[𝑗, 𝑘] + 𝐷[𝑗, 𝑘] 

  

 قرینه

−[

𝑐0,0 ⋯ 𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚−1,0 ⋯ 𝑐𝑚−1,𝑛−1

] = [

−𝑐0,0 ⋯ −𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

−𝑐𝑚−1,0 ⋯ −𝑐𝑚−1,𝑛−1

] 

 عددضرب تک

𝜆 [

𝑐0,0 ⋯ 𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚−1,0 ⋯ 𝑐𝑚−1,𝑛−1

] = [

𝜆𝑐0,0 ⋯ 𝜆𝑐0,𝑛−1
⋮ ⋱ ⋮

𝜆𝑐𝑚−1,0 ⋯ 𝜆𝑐𝑚−1,𝑛−1

] 

  

 اثبات کنید. 

 برنامه متناظر را بنویسید. 

𝑛 = ℂ𝑚×𝑛یعنی   1 = ℂ𝑚 

𝑚 = 𝑛 رای سه عملیات ممکن دیگر اگاه دآن 

  ترانهاده𝐴𝑇 

o 𝐴𝑇[𝑗, 𝑘] = 𝐴[𝑘, 𝑗] 

  مزدوج�̅�  

o �̅�[𝑗, 𝑘] = 𝐴[𝑗, 𝑘]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

   

   

  )الحاقی یا چلیپا )دگر𝐴†  مزدوجهای ترانهاده و ترکیب عملیات 

o 𝐴† = (�̅�)𝑇 = 𝐴𝑇̅̅̅̅ ,𝐴†[𝑗 یا  𝑘] = 𝐴[𝑘, 𝑗]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 

 ترانهاده و مزدوج و الحاقی را حساب کنید. 

[
۶− 3𝑖 12 − 2𝑖 ۶𝑖
0 2.۵− 3.1𝑖 1۷
4 2+ ۵𝑖 3 − 4.۵𝑖

] 
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 نبودن ماتریسامکان تعریف سه عملیات بالا در حالت مربع 

 ℂ𝑛×𝑛ها در خواص عملیات

 (𝐴𝑇)𝑇 = 𝐴 

  (𝐴 + 𝐵)𝑇 = 𝐴𝑇 +𝐵𝑇حفظ خاصیت جمع 

 (𝑐. 𝐴)𝑇 = 𝑐. 𝐴𝑇 عددحفظ ضرب تک 

 �̅̅� = 𝐴 

 𝐴 + 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = �̅� + �̅� حفظ خاصیت جمع 

 𝑐. 𝐴̅̅ ̅̅̅ = 𝑐̅. �̅� عددحفظ ضرب تک 

 (𝐴†)
†
= 𝐴 

 (𝐴 + 𝐵)† = 𝐴† + 𝐵† 

 (𝑐. 𝐴)† = 𝑐̅. 𝐴† 

 اثبات کنید.  -تمرین

ℂ𝑚×𝑛 

 ضرب ماتریسی:

 ⋆: ℂ𝑚×𝑛 × ℂ𝑛×𝑝 → ℂ𝑚×𝑝 

 𝐴 ∈ ℂ𝑚×𝑛  و𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑝  آنگاه𝐴 ⋆ 𝐵 ∈ ℂ𝑚×𝑝 طوری که به 

1. (𝐴 ⋆ 𝐵)[𝑗, 𝑘] = ∑ (𝐴[𝑗, ℎ] × 𝐵[ℎ, 𝑘])𝑛
ℎ=1 

  -مثال

  𝐴 = [
3+ 2𝑖 0 ۵− ۶𝑖

1 4+ ۲𝑖 𝑖
4 − 𝑖 0 4

] , 𝐵 = [
۵ 2 − 𝑖 ۶− 4𝑖
0 4+ ۵𝑖 2

۷− 4𝑖 2+ ۷𝑖 0
] 

  𝐴𝐵[0,0] = (3+ 2𝑖) × (۵) + (0) × (0) + (۵ − ۶𝑖) × (۷− 4𝑖) 

  = (1۵+ 10𝑖) + (0) + (11 − ۶2𝑖) = 2۶− ۵2𝑖 

 ؟AB=BAآیا  -تمرین

 ها صفر باشند. یک و بقیه درایهبرابر : ماتریسی که اعضای روی قطر اصلی همانیماتریس 

 ضرب ماتریسی خواص

 پذیری شرکت(AB)C=A(BC) 

 IA=AI=A عضو خنثی 

 به جمع توزیع ضرب 

o A(B+C)=AB+AC 

o (B+C)A=BA+CA 

 ضرب ماتریسیc(AB)=(cA)B=A(cB) 
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 (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇𝐴𝑇 

 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = �̅��̅� 

 (𝐴𝐵)† = 𝐵†𝐴† 

 اثبات کنید.  -تمرین

 است.  جابجاپذیری خاصیتی از ضرب ماتریسی نیست. دارای اهمیت در مکانیک کوانتوم

 ای بنویسید که دو ماتریس مختلط را دریافت و ضرب آنها را ایجاد کند. برنامه -تمرین

 که چهار خاصیت اولیه را برآورده کند.  است مختلطی با ضرب ماتریسیی ربرداجبر مختلط فضای 

𝐴کنید فرضدر بردار:  ماتریس ضرب ∈ ℂ𝑛×𝑛  و𝐵 ∈ ℂ𝑛 گاه آن𝐴𝐵 ∈ ℂ𝑛  یا𝐴: ℂ𝑛 → ℂ𝑛 عمل یا خوانیم. و آن را عمل یا کنش می

که در رایانش کوانتومی و مباحث پیش رو خواهیم است  شود. عمل یا کنش ماتریس مورد مهمیمی بر بردارها منجر به برداری جدید Aکنش 

 دید. 

 ای از متأخر باشد و است اگر مورد متقدم زیرمجموعه ′𝕍زیرفضای مختلطی از  𝕍تعریف زیرفضا: 

,𝑉1تحت عمل جمع بسته باشد، یا 𝕍 -الف 𝑉2 ∈ 𝕍⟹ 𝑉1 + 𝑉2 ∈ 𝕍 

Vضرب مقیاسی بسته باشد، یاتحت عمل  𝕍 -ب ∈ 𝕍 ⟹ 𝑐𝑉 ∈ 𝕍 

0تحت معکوس بسته است و  𝕍: نتیجه ∈ 𝕍. 

 است. ℂ۹های سه و شش و نه زیرفضایی مختلط از با مقادیر صفر در اندیس ℂ۹ -مثال

 اثبات کنید. فضای بردار مختلط است.  nای درجه چند جمله -مثال

𝑝(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛 

 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) = (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛) + (𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 +⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛) =
(𝑐0 + 𝑑0) + (𝑐1 + 𝑑1)𝑥 + (𝑐2 + 𝑑2)𝑥

2 +⋯+ (𝑐𝑛 + 𝑑𝑛)𝑥
𝑛 

  −𝑝(𝑥) = −𝑐0 − 𝑐1𝑥 − 𝑐2𝑥
2 −⋯− 𝑐𝑛𝑥

𝑛 

𝑐𝑝(𝑥) = 𝑐𝑐0 + 𝑐𝑐1𝑥 + 𝑐𝑐2𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝑐𝑛𝑥

𝑛 

  

 است. ۹ای درجه زیرفضایی از چندجمله ۷ای درجه چندجمله -مثال

 

 نگاشت خطی

:𝑓تابع  ′𝕍به  𝕍دو فضای برداری مختلط هستند. نگاشت خطی از  ′𝕍و   𝕍 تعریف نگاشت خطی: 𝕍 → 𝕍′ طوری که به ازای بهV,𝑉1, 𝑉2 ∈

𝕍  و𝑐 ∈ ℂ :داریم 

  𝑓(𝑉1 + 𝑉2) = 𝑓(𝑉1) + 𝑓(𝑉2) 

  𝑓(𝑐𝑉) = 𝑐𝑓(𝑉) 



 
 

1۹ 

 

 یا 

  𝑓(𝜆𝑉1 + 𝛾𝑉2) = 𝜆𝑓(𝑉1) + 𝛾𝑓(𝑉2) 

 

 خطی بودن کنش ماتریس روی فضای بردار -مثال

ℂ𝑛 ی مختلط به خودشرفضای بردا زشت خطی ااتعریف عملگر: هر نگ → ℂ𝑛 روی یعملگرℂ𝑛  عملگرهای تطور حالت کوانتومی را . است

  ند. نکحالت دیگر تبدیل می د. بردار را از حالتی بهنکنکنند و روی بردارها عمل مییف میصتو

nآرایة با اندازة ای با ذخیره چند جمله + ری اشاره کرد. اتوان به یکسانی دو فضای برد. پس می ℂ𝑛+1با  nای درجه پس یکسانی چندجمله 1

 دهد. مفهوم زیر چنین چیزی را نمایش می

:𝑓ایزومورفی هستند اگر و فقط اگر نگاشت خطی یک به یک  ′𝕍و   𝕍 : دو فضای برداری(ایزومورفیریختی )یکتعریف  𝕍 → 𝕍′  موجود

انی ساختار فضای برداری است. اساسا دو فضا ری و یکسابه معنای تغییر نام اعضا فضاهای برد ریختیکدو فضای برداری ، باشد. به سخن دیگر

 الها اعمکه مکانیک کوانتوم دو نوع صورت دارد: موجی و ماتریسی. در نمایش ماتریسی عملگرها روی حالت لازم به تذکر است یکی هستند.

 ها به دست آید. شوند تا تبدیلات بین حالتمی

یا تمامی  ℝ𝑚×𝑛ریخت فضای بردار مختلط و فضای بردار حقیقی هستند. های مختلط یکهای با درایهیا تمامی ماتریس ℂ𝑚×𝑛 -مثال

 های حقیقی متناظر فضای بردار حقیقی هستند. های با درایهماتریس

,′𝕍)و  (⋅,𝕍,+,−,0)توان ازدو فضا بردار مختلط می +′, −′,  صورت زیر ایجاد کرد. فضای بردار مختلط جدیدی را به  (′⋅,0′

𝕍′ :(𝕍و   𝕍دکارتی یا جمع مستقیم دو فضای  تعریف ضرب × 𝕍′, +′′, −′′, 0′′,⋅′′).(𝑉, 𝑉′) ∈ 𝕍 × 𝕍′ ها:عملیات 

 (𝑉1, 𝑉1
′)+′′(𝑉2, 𝑉2

′) = (𝑉1 + 𝑉2, 𝑉1
′+′𝑉2

′) 

 −′′(𝑉, 𝑉′) = (−𝑉,−′𝑉′) 

 0′′ = (0,0′) 

 𝑐.′′ (𝑉, 𝑉′) = (𝑐. 𝑉, 𝑐.′ 𝑉′) 

 اثبات کنید.  -تمرین

 ℂ𝑚 × ℂ𝑛  ایزومورفیℂ𝑚+𝑛 است؟ 

 ℂ𝑚وℂ𝑛  هر دو زیرفضا مختلطℂ𝑚 × ℂ𝑛  هستند؟ 
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 پایه و بُعد

 آنها به صورت منحصربفردی نوشت. اس سهر بردار عضو فضا را بتوان بر ا کهست رهاای از برداپایه فضای برداری مجموعه

𝑉است.  𝕍: فضای برداری مختلط )حقیقی( ترکیب خطیتعریف  ∈ 𝕍  ترکیب خطی بردارهای𝑉0, 𝑉1,⋯ , 𝑉𝑛−1    است اگر 

𝑉 = 𝑐0. 𝑉0 + 𝑐1. 𝑉1 +⋯𝑐𝑛−1. 𝑉𝑛−1 

,𝑐0 و 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛−1 ∈ ℂ(ℝ) 

 -مثال

3 [
1
2
4
] − 2 [

2
2
2
] + ۵ [

3
−2
2.۵
] = [

14
8

20.۵
] 

   

,𝑉0تعریف استقلال خطی: مجموعه  𝑉1,⋯ , 𝑉𝑛−1   در فضای برداری مستقل خطی هستند اگر 

𝟎 = 𝑐0. 𝑉0 + 𝑐1. 𝑉1 +⋯𝑐𝑛−1. 𝑉𝑛−1   دلالت بر𝑐0 = 𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑛−1 =  داشته باشد.  0

   

]} -مثال
1
1
1
] , [
0
1
1
] , [
0
0
1
]}و مستقل خطی  {[

1
1
1
] , [
0
1
1
] , [

2
−1
−1
 وابسته خطی هستند. {[

   

𝐵پایه: مجموعة  = {𝑉0, 𝑉1,⋯ , 𝑉𝑛−1}  هر بردار از فضا خطی را بتوان با ترکیبی خطی از اعضای  -الفکهB .ب نوشت- B  مستقل خطی

 باشد. 

]} -ℝ3مثال 
1
1
1
] , [
0
1
1
] , [
0
0
1
]} 

 

]} -ℝ3 استاندارد پایه یا کانونی پایه  -مثال
1
0
0
] , [
0
1
0
] , [
0
0
1
]} 

ℂ𝑛(ℝ𝑛) های دارای پایه𝐸𝑖  با اندازةn  است که مدخلi برابر یک و در بقیه جاها صفر. پس هر بردار[𝑐0, 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛−1]
𝑇 توان به را می   

∑صورت  (𝑐. 𝐸𝑗)
𝑛−1
𝑗=0 .نوشت 

𝑒0 = [

1
0
⋮
0

] , 𝑒1 = [

0
1
⋮
0

] , 𝑒𝑛−1 = [

0
0
⋮
1

] 

ℂ𝑚×𝑛 های دارای پایه𝐸𝑗𝑘 طوری که دارای مقدار یک در مدخل به(𝑖, 𝑗) هاست. آنگاه ماتریس و صفر در بقیه مدخل𝐴: 
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𝐴 =∑∑𝐴[𝑗, 𝑘]. 𝐸𝑗𝑘

𝑛−1

𝑘=0

𝑛−1

𝑗=0

 

,1: دارای پایه کانونی nای با درجه چندجمله 𝑥, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛  .است 

 𝐹𝑢𝑛𝑐(ℕ, ℂ) هی و شمارا از توابع اپایه کانونی از تعداد نامتنfj(j = 0,1,2, …  که  (

𝑓𝑗 = {
1, 𝑗 = 𝑛

  دغا 0

𝑓 =∑(𝑐𝑗 . 𝑓𝑗)

∞

𝑗=0

 

𝐹𝑢𝑛𝑐([𝑎, 𝑏], ℂ) هی و ناشمارا از توابع اپایه کانونی از تعداد نامتنf𝑟, r ∈ [a, b] ⊆ ℝ  که 

𝑓𝑟(𝑥) = {
1, 𝑟 = 𝑥
ادغ 0   

𝑓 = ∫ 𝑐𝑟𝑓𝑟

𝑏

𝑎

 

 ضرب دکارتی دو فضای برداری منجر به فضای برداری ترکیب هر دو فضا. 

 

 

 اثبات کنید. : هر پایه یک فضا برداری دارای تعداد بردارهای برابر هستند. قضیه

 تعریف بعد: تعداد بردارهای پایه فضای برداری است. 

 nای درجه است. چندجمله 2𝑛فضا حقیقی دارای بعد به عنوان  ℂ𝑛 است. 𝑛به عنوان فضا مختلط دارای بعد  ℂ𝑛است.  3دارای بعد  ℝ3: مثال

𝑛و در نتیجه دارای بعد  ℂ𝑛+1ایزوموفی  + ,𝐹𝑢𝑛𝑐(ℕاست.  m𝑛به عنوان فضا مختلط دارای بعد  ℂ𝑚×𝑛است.  1 ℂ)  دارای بعد نامتناهی

,𝐹𝑢𝑛𝑐([𝑎 شماراست. 𝑏], ℂ)  بعد  ناشماراست.دارای بعد نامتناهی𝕍 × 𝕍′  برابر بعد𝕍  به علاوة بعد𝕍′  .است 

  ریخت هستند.یک : هر دو فضای برداری مختلط دارای بعد یکسانقضیه

 تمرکز داریم.  ℂ𝑛هی مدنظر است. چرا؟ پس بر امتن-در رایانش کوانتومی فضاهای برداری بعد

   

𝑉𝐷طوری که بهاست  𝑀𝐷←𝐵ماتریس  Dبه پایة  Bیل از پایة دماتریس تغییر پایه یا ماتریس تب = 𝑀𝐷←𝐵𝑉𝐵  

 

 تبدیل معکوس محاسبات تبدیل
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 رهای پایه برابر ابرد ℝ2 فضایدر 

 

{[
1
0
] , [
0
1
]} 

   

 ماتریس هدامرد به صورت زیر است.  هستند اما پایه دیگر

{
 

 

[
 
 
 

1

√2
1

√2]
 
 
 
,

[
 
 
 

1

√2

−
1

√2]
 
 
 

}
 

 
 

  𝐻 = [

1

√2

1

√2
1

√2
−

1

√2

] =
1

√2
[
1 1
1 −1] 

   

 ضرب هدامرد در خودش؟ ماتریس همانی -تمرینها دارد. میتالگورماتریس مذکور دارای نقشی مهم در رایانش کوانتومی و طراحی مدارات و 

 ضرب داخلی

های کوانتومی مورد احتیاج در سیستم های سیستمنیاز به مقایسة حالتاست.  حالت سیستم کوانتومی متناظر با برداری در فضای برداری مختلط

یابد. عملیات ضرب گیری برداری در مقایسه با بردار دیگری در فضای برداری اهمیت میزهادنارها و یا از به مقایسه بردانی ،یگراست. به سخن د

 در نظر بگیرید.  ℝ3ضای فداخلی زیر را در 

 

 

⟨[
۵
3
−۷

] , [
۶
2
0
]⟩ = [۵ 3 −۷] [

۶
2
0
] = (۵ × ۶) + (3 × 2) + (−۷× 0) = 3۶  

 

 ر کرد. اتوان عملیات بالا را تکربعدی میسه یگری در فضای حقیقیدبرای هر بردار 

 ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ = 𝑉1
𝑇 ⋆ 𝑉2 = ∑ 𝑟𝑗𝑟𝑗

′𝑛−1
𝑗=0 

  

 خلی است. اای از ضرب دنمونه

 تابعی   𝕍عددی( روی فضای برداری مختلط ای یا ضرب تکتعریف ضرب داخلی )ضرب نقطه

⟨−,−⟩: 𝕍 × 𝕍 → ℂ 

 فضای برداری و برای هر عدد مختلط برآورده کند: عضواست که شرایط زیر را برای تمامی بردارهای 
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1. ⟨𝑉, 𝑉⟩ ≥ ,𝑉⟩و  0 𝑉⟩ = 𝑉 فقط اگر و  اگر 0 =  )تباهیدگی در زمان اینکه بردار صفر باشد( 𝟎

 جمع .2

 ⟨𝑉1 + 𝑉3, 𝑉2⟩ = ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ + ⟨𝑉3, 𝑉2⟩  یا⟨∑ 𝑉𝑖
𝑛
𝑖=0 ,𝑊⟩ = ∑ ⟨𝑉𝑖,𝑊⟩

𝑛
𝑖=0 

 ⟨𝑉1, 𝑉2 + 𝑉3⟩ = ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ + ⟨𝑉1, 𝑉3⟩  یا⟨𝑊,∑ 𝑉𝑖
𝑛
𝑖=0 ⟩ = ∑ ⟨𝑊, 𝑉𝑖⟩

𝑛
𝑖=0 

 عددیضرب تک .3

 ⟨𝑐. 𝑉1, 𝑉2⟩ = 𝑐̅ × ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ 

 ⟨𝑉1, 𝑐. 𝑉2⟩ = 𝑐 × ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ 

 پادمتقارن .4

 ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ = ⟨𝑉2, 𝑉1⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 تر است. چهارم ساده مختلط است و صرفا موارد سوم وفضای بردار ضرب داخلی فضای بردار حقیقی دارای خواص یکسان با 

 فضای ضرب داخلی
 مثالتعریف فضای ضرب داخلی )مختلط(: فضای برداری )مختلط( همراه ضرب داخلی است. 

 ℝ3: ⟨𝑉1, 𝑉2⟩ = 𝑉1
𝑇 ⋆ 𝑉2 

 ℂ𝑛  :⟨𝑉1, 𝑉2⟩ = 𝑉1
† ⋆ 𝑉2 

 ℝ𝑚×𝑛 :⟨𝐴, 𝐵⟩ = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴†𝐵) 

 𝐹𝑢𝑛𝑐(ℕ, ℂ)  :⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∑ 𝑓(𝑗)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑔(𝑗)∞
𝑗=0 

 𝐹𝑢𝑛𝑐([𝑎, 𝑏], ℂ) :⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫ 𝑓(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 

 -مثال

V۱  = [۲,۱,۳]
T

، V۲ = [۶, ۲, ۴]
𝑇و V۳  = [0, −۱, ۲]𝑇آیا خواص جمع را حافظ است؟ 

𝐴 = [
1 2
0 𝐵و  [1 = [

0 −1
−1 0

𝐶و  [ = [
2 1
1  کند؟یا خاصیت جمع ضرب داخلی را حفظ می [3

𝑉1اگر  = 𝑉2، گاهآن ⟨𝑉1, 𝑉1⟩ = ⟨𝑉1, 𝑉1⟩̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ، در نتیجه پاسخ عددی حقیقی خواهد بود. ̅

 

 توان طول یا نرم را تعریف کرد. می ضرب داخلیبا استفاده از 

|طول یا نرُم:  |: 𝕍 → ℝ  و|𝑉| = √⟨𝑉, 𝑉⟩ 

 عبارتند از   خواص طول
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  غیرتباهیده است، یا𝑉 ≠ 0  ⟸  |𝑉| > 0  

  :تبعیت از نامساوی مثلث|𝑉 +𝑊| ≤ |𝑉| + |𝑊| 

 عددی: تبعیت از ضرب تک|𝑐 ⋅ 𝑉| = |𝑐| × |𝑉| 

 -مثال

|[3 −۶ 2]𝑇| = √⟨[3 −۶ 2]𝑇 , [3 −۶ 2]𝑇⟩ = √32 + (−۶)2 + 22 = √4۹ = ۷ 

 

[4+ 3, ۶− 4𝑖, 13𝑖]𝑇 

𝐴 -تمرین = [
3 ۵
2 3] ∈ ℝ

2×2 

,𝕍)ضرب داخلی مختلط  فضایبرای  تعریف تابع فاصله: ⟨ ,  ⟩) :𝑑( ,  ): 𝕍 × 𝕍 → ℝ طوری که به𝑑(𝑉1, 𝑉2) = |𝑉1 − 𝑉2| =

√⟨𝑉1 − 𝑉2, 𝑉1 − 𝑉2⟩ 

 های زیر است. دارای ویژگی تابع فاصلهاست.  اول از انتهای بردار دومای بردار هله انتصشهود فاکه 

 یا اگر غیرتباهیده است ،𝑉 ≠ 𝑊 گاه آن𝑑(𝑉,𝑊) > 0. 

  ،تبعیت از نامساوی مثلث𝑑(𝑈, 𝑉) ≤ 𝑑(𝑈,𝑊) + 𝑑(𝑊, 𝑉). 

  متقارن است𝑑(𝑉,𝑊) = 𝑑(𝑊, 𝑉). 

,𝑉1⟩تعریف متعامد: دو بردار متعامدند اگر  𝑉2⟩ = 0. 

𝐵متعامد: پایة  پایهتعریف  = {𝑉0, 𝑉1,⋯ , 𝑉𝑛−1} نرم هر  است اگرت بردار متعامد باشند. پایه متعامد نرمال ففضای ضرب داخلی که هر ج

 بردار یک باشد. 

⟨𝑉𝑗, 𝑉𝑘⟩ = 𝛿𝑗𝑘 = {
0, 𝑗 ≠ 𝑘
1, 𝑗 = 𝑘 

𝛿𝑗𝑘  خوانند. می کرانکار دلتایتابع 

 

 متعامد نرمال-متعامد  -نامتعامد 1شکل 

,𝑉1⟩بعدی: ضرب داخلی در فضای سه 𝑉2⟩ = |𝑉1||𝑉2| cos𝜃 
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 دهد. را نشان می ندر صورتی که طول بردار یک باشد. ضرب داخلی بردار دیگر در آن طول تصویر روی آ

 

 'Vبر  Vتصویر  2شکل 

 

𝑉 =  [𝑟0, 𝑟1, 𝑟2]𝑇 

𝑉 = ⟨𝐸0, 𝑉⟩𝐸0 + ⟨𝐸1, 𝑉⟩𝐸1 + ⟨𝐸2, 𝑉⟩𝐸2 

= ⟨[1,0,0]𝑇, 𝑉⟩[1,0,0]𝑇 + ⟨[0,1,0]𝑇, 𝑉⟩[0,1,0]𝑇 + ⟨[0,0,1]𝑇, 𝑉⟩[0,0,1]𝑇 

 

,𝑉⟩پس  𝑉′⟩. 𝑉′  بردارV’ تا تصویر بردار  شودکشیده )یا فشرده( میV را قطع کند. 

 𝑉 = ∑ ⟨𝐸𝑗, 𝑉⟩𝐸𝑗
𝑛−1
𝑗=0 

 

,𝕍 : در فضای ضرب داخلیدنباله کوشی ⟨, ,𝑉0 ای از بردارهابا دنباله  ⟨ 𝑉1, 𝑉۲,  است که:  …

∀𝜖 > 0 ∃𝑛0 ∈ ℕ: ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 ⟹ 𝑑(𝑉𝑚, 𝑉𝑛) ≤ 𝜖 

 

 تعریف تمام )کامل(: فضای ضرب داخلی مختلط تمام است اگر دنباله کوشی وجود داشته باشد که 

lim
𝑛→∞

|𝑉𝑛 − �̅�| = 0 

 

 فضای ضرب داخلی مختلط تمام است. : تعریف فضای هیلبرت

 ،هی است. بنابراینانتنام-میم فاصله اقلیدسی به فضای بعده تعتابعی و مکانیک کوانتوم است ک لشهود: فضای هیلبرت مفهومی ریاضی در تحلی

بعدی روی بردارها ممکن انجام هر عملیاتی بود که در فضای سهرند و قادر به ای قرار دیرهااظر گرفت که بردنتوان فضائی در فضای هیلبرت را می

ی مانند تابع موج کوانتوم عهای نامتناهی باشند و همچنین کاملا مجرد و انتزای با تعداد درایهیارت ممکن است بردارهبحال فضای هیلاست. 

ند. ضرب داخلی کرها را صادر میاه و طول بردیوی درباره زارواجازه به دا هدارا بودن ضرب داخلی است ک تربباشند. خاصیت مهم فضای هیل
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به سخن دیگر تعریفی از فاصله یا سنجه را در اختیار  .کندتصویر )پراجکشن( را پشتیبانی می بعدی( مفهوم متعامد بودن و)همانند فضای سه

 نهد. می

متناهی با ضرب -ر مختلط بعدادردر نتیجه هر فضای بمام است. تمتناهی خودبخود -هر ضرب داخلی روی فضای برداری مختلط بعد: قضیه

 داخلی فضای هیلبرت است. 

 داربرمقدار و ویژهویژه
𝐴تعریف: ماتریس  ∈ ℂ𝑛×𝑛 عددی ،𝑐 ∈ ℂ  و بردار𝑉 ≠ 𝐴𝑥وجود دارد که  0 = 𝑐. 𝑥 ،c  ویژه مقدارA  و𝒙 بردار ویژه𝐴  متناظر با𝑐  خوانده

 شود. می

𝐴𝒙 = 𝑐𝒙 

(𝐴 − 𝑐𝐼)𝒙 = 𝟎 

𝒙 = 𝟎
|𝑀| = 0

}𝑀𝒙 = 𝟎 

|𝐴 − 𝑐𝐼| = 𝟎 

 مثال

  𝐴 = [
2 2
۵ −1] ⟹

|𝐴 − 𝜆𝐼| = |[
2 2
۵ −1] − 𝜆 [

1 0
0 1

]| = |[
2 2
۵ −1] − [

𝜆 0
0 𝜆

]| =

 |
2− 𝜆 2

۵ −1− 𝜆
| = (2− 𝜆)(−1− 𝜆) − 10 = 𝜆2 − 𝜆 − 12 ⟹ {

𝜆1 = −3
𝜆2 = 4  

  𝜆1 = −3 ⟹ [
2 2
۵ −1] [

𝑥1
𝑥2
] = 𝜆1 [

𝑥1
𝑥2
] ⟹ [

2𝑥1 + 2𝑥2
۵𝑥1 − 𝑥2

] = [
−3𝑥1
−3𝑥2

] ⟹ {
2𝑥1 + 2𝑥2 = −3𝑥1
۵𝑥1 − 𝑥2 = −3𝑥2

 

  ⟹ {
2𝑥1 + 2𝑥2 = −3𝑥1
۵𝑥1 − 𝑥2 = −3𝑥2

 ⟹ ۵𝑥1 = −2𝑥2 ⟹ 𝑝1 = [
2
−۵] 

  𝜆2 = 4 ⟹ [
2𝑥1 + 2𝑥2
۵𝑥1 − 𝑥2

] = [
4𝑥1
4𝑥2
] ⟹ {

2𝑥1 + 2𝑥2 = 4𝑥1
۵𝑥1 − 𝑥2 = 4𝑥2

⟹ 𝑥1 = 𝑥2 ⟹ 𝑝2 = [
1
1] 

 

 است. آنگاه به ازای هر عدد مختلط داریم: V0بردار با ویژه c0مقدار یژهوماتریسی با  Aفرض 

A(cV0)  =  cAV0  =  cc0V0 = c0(cV0), 

A(cV0  +  c
′V0) =  AcV0  +  Ac

′V0  

= cAV0  +  c
′AV0 =  c(c0V0) + c

′(c0V0) 

= (c + c′)(c0V0)  =  c0(c + c
′)V0 

 بردار است؟بردارْ ویژهجمع دو ویژه -تمرین

 کند. زیربردار مختلطِ فضای برداری را مشخص می یبردار فضافضا: هر ویژهویژهتعریف 
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 های هرمیتی و یگانیماتریس

𝐴𝑇تقارن  = 𝐴 

†𝐴هرمیتی  = 𝐴 

 شود. دهندة آن خودالحاقی خوانده میعملگر نشان باشد، یتعریف خودالحاقی: اگر ماتریسی هرمیت

𝐴𝑇هرمیتی است اگر  Aتمرین ماتریس  = �̅� 

𝑛ماتریس هرمیتی  Aاگر : قضیه × 𝑛  گاه باشد، آن⟨𝐴𝑉, 𝑉′⟩ = ⟨𝑉, 𝐴𝑉′⟩. 

  -اثبات

 ⟨𝐴𝑉, 𝑉′⟩ = (𝐴𝑉)† 𝑉′ = 𝑉† 𝐴† 𝑉′ = 𝑉† (𝐴𝑉′) = ⟨𝑉, 𝐴𝑉′⟩ 

 .مقدارها حقیقی هستندگاه تمامی ویژهاگر ماتریسی هرمیتی باشد، آن: قضیه

  حال داریم:باشد.  Vبردار و ویژه cمقدار هژهرمیتی با وی ماتریس Aفرض -اثبات

 𝑐̅⟨𝑉, 𝑉⟩ = ⟨𝑐𝑉, 𝑉⟩ = ⟨𝐴𝑉, 𝑉⟩ = ⟨𝑉, 𝐴𝑉⟩ = ⟨𝑉, 𝑐𝑉⟩ = 𝑐⟨𝑉, 𝑉⟩  

𝑐̅پس  = 𝑐 . 

 ویژه مقدارهای ماتریس متقارن حقیقی است.  کنید اثبات -تمرین

 یز دارند متعامدند. مقدارهای متمایز که ویژهبردارهای متماهرمیتی دلخواه، ویژه ماتریسدر : قضیه

 به صورت زیر باشند.  Aماتریس ر متمایز ادربهژمقدار با دو ویهژفرض دو وی -اثبات

AV1 = c1V1, AV2 = c2V2 

c1̅⟨V1, V2⟩ =? c1⟨V1, V2⟩ = ⟨c1V1, V2⟩ = ⟨𝐴V1, V2⟩ = ⟨V1, 𝐴V2⟩ = ⟨V1, c2V2⟩ = c2⟨V1, V2⟩ 

 

c1⟨V1, V2⟩ − c2⟨V1, V2⟩ = (c1 − c2)⟨V1, V2⟩ = 0 

c1و  − c2 ≠  پس حکم برقرار است.  0

 تعریف ماتریس قطری: 

که مقادیر  طوریتوان با ماتریس قطری نمایش داد بهمتناهی را می-ماتریس خودالحاقی بعدهر : متناهی-قضیه طیف عملگرهای خودالحاقی بعد

 متعامد فضای برداری هستند. های نرمالی پایهارهابردیژهوهستند و  Aمقدارهای روی قطر اصلی ویژه

 برنامه تایید هرمیتی بودن را بنویسید. 

𝐴𝐴−1پذیر های معکوسماتریس = 𝐴−1𝐴 = 𝐼 

 .کننددسه را حفظ میناقی آنهاست. بنابراین هحهستند و معکوس آنها ال «های یگانیماتریس»های یگانی ماتریس عاز انوا یکی
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†𝑈𝑛×𝑛 :𝑈𝑈یگانی   ستعریف ماتری = 𝑈†𝑈 = 𝐼  یا𝑈† = 𝑈−1 

 پذیر یگانی نیستند. های معکوسهمه ماتریس

 

 -مثال

[
cos 𝜃 − sin𝜃 0
sin 𝜃 cos𝜃 0
0 0 1

] 

[
 
 
 
 
 
 
1+ 𝑖

2
𝑖

√3

3 + 𝑖

2√1۵
−1
2

1

√3

4+ 3𝑖

2√1۵
1
2

−𝑖

√3

۵𝑖

2√1۵ ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 

,Vگاه یگانی باشد، آن Uاگر  : قضیه V′ ∈ 𝐶𝑛 گاه آن⟨𝑈𝑉, 𝑈𝑉′⟩ = ⟨𝑉, 𝑉′⟩ کنند.ظ میهای یگانی ضرب داخلی را حفماتریس 

,𝑈𝑉⟩ -اثبات 𝑈𝑉′⟩ = (𝑈𝑉)†𝑈𝑉′ = 𝑉†𝐼𝑉′ = 𝑉†𝑉′ = ⟨𝑉, 𝑉′⟩ 

|𝑈𝑉|است  حافظ طول = √⟨𝑈𝑉,𝑈𝑉⟩ = √⟨𝑉, 𝑉⟩ = |𝑉|. 

|𝑉|اگر  = |𝑈𝑉|گاه آن 1 = دهند.  کره واحد زیر را ببینید. در واقع ماتریس ای را حول مبدا شکل میی با طول یک کرهارها، تمامی برد1

 یگانی روشی جهت چرخش کره واحد است. 

 

 Vبر  Uکره واحد و کنش  3شکل 
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 اهمیت فراوانی در رایانش کوانتومی دارند.  ماتریس هرمیتی و یگانی

] -تمرین
cos 𝜃 − sin𝜃
sin𝜃 cos 𝜃

 یگانی است؟  [

 

 

 

 

,d(UV1 -تمرین UV2) = d(V1, V2) است؟ خاصیت ایزومتری 

 همانی و قرینه همانی هرمیتی و یگانی هستند.  -تمرین

 نامه بررسی یگانی بودن ماتریس ورودی را بنویسید. رب -تمرین

 تنسور

   

 نیز ضرب تنسوریاست،  های ترکیب فضای برداریضرب دکارتی از روشور که همانط . است تنسوری مفهومی غامض و سخت پراهمیتضرب 

  های کوانتومی است.است و در نتیجه عملیات اصلی در سیستم ترکیب فضای برداری در ترمهمحتی روش دیگر و 

 

ضرب  ⟸توصیف سیستم کوانتومی دیگر  ′𝕍و  کوانتومییف سیستم صتو 𝕍کنیم که فرض میگیریم. را در نظر می ′𝕍و   𝕍دو فضای برداری 

  ′𝕍⊗𝕍ضرب تنسوری دو فضای برداری است.  تنسوری آنها توصیف هر دو به عنوان یک سیستم کوانتومی

{𝕍⊗ 𝕍′|𝑉 ∈ 𝕍, 𝑉′ ∈ 𝕍′} 

 شود. یر در نظر گرفته میزورت صهر عضو آن به 

𝑐0. (𝑉0⊗𝑉0
′) + 𝑐1. (𝑉1 ⊗𝑉1

′) + ⋯𝑐𝑝−1. (𝑉𝑝−1 ⊗𝑉𝑝−1
′ ) 

∑𝑐𝑖. (𝑉𝑖⊗𝑉𝑖
′)

𝑝−1

𝑖=0
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 های فضای برداری عملیات

 جمع 

  (𝑉𝑖 + 𝑉𝑗)⊗ 𝑉𝑘
′ = 𝑉𝑖⊗𝑉𝑘

′ + 𝑉𝑗⊗𝑉𝑘
′ 

  𝑉𝑖⊗ (𝑉𝑗
′ + 𝑉𝑘

′) = 𝑉𝑖⊗𝑉𝑗
′ + 𝑉𝑖⊗𝑉𝑘

′ 

.cعدد ضرب تک  (𝑉𝑖⊗𝑉𝑘
′) = (𝑐. 𝑉𝑖) ⊗ 𝑉𝑘

′ = 𝑉𝑖⊗ (𝑐. 𝑉𝑘
′) 

 هاپایه  

  ℂ𝑚⊗ℂ𝑛  ایزومورفیℂ𝑚×𝑛 است 

 ضرب تنسوری بردارها  

  [

𝑎0
𝑎1
𝑎2
𝑎3

] ⊗ [

𝑏0
𝑏1
𝑏2

] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎0. [

𝑏0
𝑏1
𝑏2

]

𝑎1. [

𝑏0
𝑏1
𝑏2

]

𝑎2. [

𝑏0
𝑏1
𝑏2

]

𝑎3. [

𝑏0
𝑏1
𝑏2

]
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑎0𝑏0
𝑎0𝑏1
𝑎0𝑏2
𝑎1𝑏0
𝑎1𝑏1
𝑎1𝑏2
𝑎2𝑏0
𝑎2𝑏1
𝑎2𝑏2
𝑎3𝑏0
𝑎3𝑏1
𝑎3𝑏2 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   

ℂ𝑚کوچکتر بودن  × ℂ𝑛  ازℂ𝑚⊗ℂ𝑛 

 

 باشد.  تنسور دو بردارضرب جداپذیر: بردار حاصل از 

] -مثال
2
3] ⊗ [

4
۶
3
] =

[
 
 
 
 
 

8
12
۶

12
18
۹ ]
 
 
 
 
 

∈ 𝐶۶ = 𝐶2 ⊗𝐶3 

 آمیخته: برداری که نتوان از حاصل دو بردار بدست آورد. درهم

[
𝑥
𝑦]⊗ [

𝑎
𝑏
𝑐
] =

[
 
 
 
 
 
𝑥𝑎
𝑥𝑏
𝑥𝑐
𝑦𝑎
𝑦𝑏
𝑦𝑐]
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 

8
0
0
0
0
18]
 
 
 
 
 

∈ ℂ۶ = ℂ۲ ⊗ℂ۳ 
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[
 
 
 
 
 

8
0
0
0
0
18]
 
 
 
 
 

= [
1
0
] ⊗ [

8
0
0
] + [

0
۶
] ⊗ [

0
0
3
] 

 

[
−1
2
] ⊗ [

3
4
۷
 ؟[

[۵,۶,3,2,0,1]𝑇 

ℂ𝑚×𝑚:⊗ ضرب تنسوری دو ماتریس
′
⊗ℂ𝑛×𝑛

′
→ ℂ𝑚𝑛×𝑚

′𝑛′ 

𝐴 = [
𝑎00 𝑎01
𝑎10 𝑎11

] , 𝐵 = [

𝑏00 𝑏01 𝑏02
𝑏10 𝑏11 𝑏12
𝑏20 𝑏21 𝑏22

]  

𝐴⊗ 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
𝑎00 [

𝑏00 𝑏01 𝑏02
𝑏10 𝑏11 𝑏12
𝑏20 𝑏21 𝑏22

] 𝑎01 [

𝑏00 𝑏01 𝑏02
𝑏10 𝑏11 𝑏12
𝑏20 𝑏21 𝑏22

]

𝑎10 [

𝑏00 𝑏01 𝑏02
𝑏10 𝑏11 𝑏12
𝑏20 𝑏21 𝑏22

] 𝑎11 [

𝑏00 𝑏01 𝑏02
𝑏10 𝑏11 𝑏12
𝑏20 𝑏21 𝑏22

]
]
 
 
 
 
 

= 

[
 
 
 
 
 
𝑎00𝑏00 𝑎00𝑏01 𝑎00𝑏02
𝑎00𝑏10 𝑎00𝑏11 𝑎00𝑏12
𝑎00𝑏20 𝑎00𝑏21 𝑎00𝑏22

𝑎01𝑏00 𝑎01𝑏01 𝑎01𝑏02
𝑎01𝑏10 𝑎01𝑏11 𝑎01𝑏12
𝑎01𝑏20 𝑎01𝑏21 𝑎01𝑏22

𝑎10𝑏00 𝑎10𝑏01 𝑎10𝑏02
𝑎10𝑏10 𝑎10𝑏11 𝑎10𝑏12
𝑎10𝑏20 𝑎10𝑏21 𝑎10𝑏22

𝑎11𝑏00 𝑎11𝑏01 𝑎11𝑏02
𝑎11𝑏10 𝑎11𝑏11 𝑎11𝑏12
𝑎11𝑏20 𝑎11𝑏21 𝑎11𝑏22 ]

 
 
 
 
 

 

  

 

 هاویژگی

 (𝐴⊗ 𝐵)[𝑗, 𝑘] = 𝐴 [
𝑗

𝑛
,
𝑘

𝑚
] × 𝐵[𝑗%𝑛, 𝑘%𝑚] 

 پذیرتقریبا جابجا 

 پذیرشرکت 

𝐴⊗ (𝐵 ⊗ 𝐶) = (𝐴⊗ 𝐵)⊗ 𝐶 

(𝐴 ⊗𝐵)† = 𝐴†⊗B† 

(𝐴𝐴′) ⊗ (𝐵𝐵′) = (𝐴⊗ 𝐵)(𝐴′⊗𝐵′) 

(𝐴⊗ 𝐵)(𝑉 ⊗ 𝑉′) = (𝐴𝑉)⊗ (𝐵𝑉′) 
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 اثبات کنید.  -تمرین

 مه ضرب تنسوری را بنویسید. ابرن -تمرین
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